Chapitre 8

Droites et plans de ’espace - Vecteurs

Objectifs du chapitre :
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représentation para-
métrique d’une droite,
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1) Positions relatives de droites et de plans

1-1) Définitions

Définition :

(1) Deux droites paralléles sont deux droites coplanaires qui n’ont pas
de point commun, ou qui sont confondues.

(2) Deux plans paralléles sont deux plans qui n’ont pas de point commun
ou qui sont confondus.

(3) Une droite est paralléle & un plan si elle n’a pas de point commun
avec le plan, ou si elle est située dans le plan.

1 - 2) Parallélisme d’une droite et d’un plan
Propriété :

(dy)

Si une droite (d;) est paralléle & une droite (ds)
d’un plan P, alors la droite (d;) est paralléle

1y
au plan P. P -

DEMONSTRATION :
Si la droite (d) est incluse dans le plan P, alors elle lui est paralléle.

Sinon, (dy) et (d2) sont strictement paralléles et elles définissent un plan R. La droite (ds)
est donc l'intersection des plans P et R.

Si la droite (d;) coupait le plan P en un point, ce point commun & P et R serait commun
aux droites (dy) et (ds), ce qui contredirait le fait que ces deux droites sont paralléles.

On conclut donc que la droite (d;) n’a aucun point commun avec le plan P.

1 - 3) Parallélisme de deux droites

Propriété (admise) :

Si deux plans P et R sont strictement paral-
leles, tout plan S qui coupe le plan P coupe le
plan R et les droites d’intersection sont paral-
leles. R D
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Théoréme du toit :

Si une droite D est paralleéle & deux plans sé-
cants P et R, alors D est parallele a la droite P
A d’intersection de P et R.

DEMONSTRATION :

Soit A un point de A et D’ la parallele & D passant par A.

La droite D est paralléle & P et A est un point de P, donc D’ est incluse dans P.
De méme, D’ est incluse dans R.

On en déduit que D’ est confondue avec A : D et A sont donc paralléles.

1-4) Parallélisme de deux plans

Propriété :

Si un plan P contient deux droites D et D’
sécantes et toutes deux paralléles a un plan
R, alors les plans P et R sont parall¢eles.

DEMONSTRATION :
Si P et R sont confondus, ces deux plans sont paralléles.
Sinon, ils sont distincts.

La droite D est paralléle a R et incluse dans P, donc parallele & P. Si P et R étaient sécants,
alors leur droite d’intersection A serait parallele & D d’aprés le théoréme du toit. De méme,
A serait parallele & D'; D et D’ seraient donc paralléles, ce qui est impossible car ces droites
sont sécantes.

Les plans P et R sont donc paralléles.

Corollaire :

Si deux droites sécantes d’un plan P sont respectivement paralléles a deux
droites d'un plan R, alors les plans P et R sont paralléles.
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2) Les vecteurs de ’espace

2 - 1) Notion de vecteur de ’espace

Les définitions et les calculs sur les vecteurs du plan peuvent étre étendus a I'espace.

Définitions :

(1) Deux vecteurs non nuls u et ¢ sont colinéaires si, et seulement si ¥ = k u, avec k un réel

Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs.

(2) Les points A, B et C sont alignés si, et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

(3) Les droites (AB) et (C'D) sont paralléles si, et seulement si les vecteurs AB et CD sont
colinéaires.

2 - 2) Caractérisation vectorielle d’une droite, d’un plan

Caractérisation d’une droite :

Soit A un point de ’espace et @ un vecteur non nul.

—
L’ensemble des points M de 'espace tels que AM = X u, ou A € R est la

droite (AB), avec AB = .

On dit que @ est un vecteur directeur de la droite (AB).

Caractérisation d’un plan :

Soit A un point de 'espace, © et ¥ deux vecteurs non colinéaires.

—
L’ensemble des points M de 'espace tels que AM = A4+ p v, ou A € R
et u € R est le plan (ABC'), avec AB =i et AC = 7.

DEMONSTRATION :

U et ¥ n’étant pas colinéaires, les droites (AB) et (AC) sont sécantes et définissent bien le

plan (ABC).
Soit M un point vérifiant : AM = AU A+ v = AB + Mz@

On considére le poilf> N du plan (ABC') qui admet pour coordonnées (A ; ) dans le repeére
(A, B,C); alors : AN = )uﬁ + ,uﬁ

Ainsi, AM = AN donc M et N sont confondus : N ¢ (ABC).

Réciproquement, tout Iiir;t M du plan (ABC') admet dans le repére (A, B, C') des coordon-
nées (A ; ) telles que AM = \AB + /Lﬁ = M\ + pt
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CONSEQUENCES :
* Deux droites sont paralléles si, et seulement si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

* Deux plans ayant le méme couple de vecteurs directeurs sont paralléles.

2 - 3) Décomposition de vecteurs
Vecteurs coplanaires

Définition :

Des vecteurs sont coplanaires si, et seulement si leurs représentants de
méme origine A ont leurs extrémités dans un méme plan passant par A.

Propriété :

Soient u, ¥ et w trois vecteurs de 'espace, tels que u et v ne sont pas
colinéaires.

Les vecteurs u, v et W sont coplanaires si, et seulement si il existe deux
réels A\ et p tels que :

W=ANU~+pv

DEMONSTRATION :
Soient A, B, C et D des points tels que v = jﬁ, U= z@ et w = zﬁ

@ et ¥ étant non colinéaires, les points A, B et C' définissent un plan dont (A ; @ ; ¥) est un
repeére.

Par définition : @, ¥ et w sont coplanaires < D € (ABC')

D’apreés la caractérisation vectorielle d'un plan, D € (ABC') équivaut a : il existe un couple
de réels (A ; p) tels que =\t + p v

Ainsi, u, U et w sont coplanaires < W = \ @ + p U, avec A et p réels
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Vecteurs non coplanaires

Propriété :

Soient i, U et w trois vecteurs non coplanaires de 1’espace, alors pour tout
vecteur t de l'espace, il existe un unique triplet (A ; p ; v) de réels tels
que:t=ANu+pv +vw

DEMONSTRATION :
Existence

Soient A, B, C, D et M des poir@_;;els que
= AB, 1= AC, @ = AD et f = AM

U et ¥ sont non colinéaires, sinon u, ¥ et w se-
raient coplanaires ; ainsi, A, B et C' définissent
un plan dont (A ; @ ; ) est un repére.

La paralléle a la droite (AD) passant par M,
dirigée par w, qui n’est pas un vecteur du plan
(ABC) puisque i, ¥ et @ ne sont pas copla-
naires, est sécante a ce plan en un point H.

—> — . PR —> —
HM et w sont colinéaires, donc HM = v w,

ou v est un réel, et H appartient au plan

(ABC'), donc AH = A U+ pu U avec A et v
réels.

Comme t = AM = AM + HM, on obtient en fait I'existence d'un triplet de réels (A ; p; v)
telquet = Nu+pv +vw

Unicité
On suppose qu'on a l'écriture t = N+ p v +v @ =N ad+p 7 +v @
Alors (A= X) @+ (u— /) T + (v — V') @ = 0; supposons que 'une des trois différences est
non nulle, ¥ — v/ par exemple. Apres division par v — v/, I'égalité précédente devient :
N — A h—
a+ TRy

v—v v—v

w =

Les vecteurs i, ¥ et o seraient alors coplanaires, ce qui est exclu. Cela signifie que v = 1/ et
de maniére analogue, A = X', u = 1/, ce qui prouve 'unicité de I’écriture.
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3) Repéres de I'espace

3 -1) Coordonnées d’un point, d’un vecteur

Théoréme et définition :

Soit O un point de l'espace et i, j et k trois
vecteurs non coplanaires de l'espace.

Pour tout point M de l'espace, il existe un
unique triplet (x ; y ; z) de réels tel que :
P - - =
OM=zxzi4+yj+zk

(x; y; z) est le triplet des coordonnées du
point M dans le repére (O ; i k)

DEMONSTRATION :

—
L’existence et 'unicité du triplet de réels (z ; y ; z) pour le vecteur OM sont assurées par
la propriété présentée dans le paragraphe précédent, puisque ;, J et k sont trois vecteurs non
coplanaires de ’espace.

Formulaire :

L’espace est muni d'un repére (O ; Z; j; l;)
(1) Pour deux points A(x4 ; ya; z4) et B(xp; yp; zp), on a :

Zﬁ(»’CB—?CA; YB — YA ; 2B — 24A)

2 ’ 2 ’ 2
(3) Coordonnées de G, centre de gravité du triangle ABC' :

(2) Coordonnées de M, milieu de [AB] : (xA +Tp  Ya+yp za+ ZB)

(SL’A—FIB—FxC. yA—l—yB—iryc_ ZA+ZB+Zc)
3 ’ 3 ’ 3

(4)Sid(z;y; z)etd (2 y; 2),alorssu+v(x+2"; y+y; 2+ 2)

et pour tout réel A, N\ (Az; Ay A z)
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3 - 2) Représentation paramétrique d’une droite

Propriété :

- - -

L’espace est muni d'un repére (O ; i; j; k).

Soit

: . D
— D une droite passant par un point
A (xa; ya; za) et dirigée par le vecteur M(t)
ifasbsc)
— M un point de l'espace de coordonnées
(SC TR Z) i u(a;b;c)
On a I’équivalence : AT a;ya;24)

M € D & il existe un réel t tel que :

T=To+at
y=ya+bt

z2=zpa+ct

DEMONSTRATION :

— —
M € D < 4 et AM sont colinéaires < il existe un réel t tel que AM =t 4

T —TA a T — XA at r=x4+at
Or,ﬁztﬁ@ y—ya [ =t b | = | y—ya | =] bt | & y=yatbt
Z—2za c Z— 2z ct z=za+ct
EXEMPLE :
T=—2+1
y= 4 , t € R est une représentation paramétrique de la droite A passant par
z=1-3t

A (—2;4;1), de vecteur directeur @ (1;0; —3).
Le point E (—3;4;4) appartient & A (prendre -1 pour valeur de ).

REMARQUE :

Une représentation paramétrique de la droite est une condition sur les coordonnées
d’un point permettant d’affirmer qu’il appartient a cette droite, ou qu’il n’y
appartient pas.
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3 - 3) Représentation paramétrique d’un plan

Propriété :

—

L’espace est muni d'un repére (O ; i ; i E)

Soit

— P un plan passant par un point
A (xa ;5 ya ; za) et dirigé par les
vecteurs U (a; b; ¢)et v (a ;b ; )

— M un point de l'espace de coordonnées
(395 2)

On a I’équivalence :

AT 43945 24)

-

M € P < il existe deux réels t et t’ tels que :

r=x4+at+adt
y=yas+bt+0t
z=zp4+ct+c

DEMONSTRATION :

—
M € P & i, v et AM sont coplanaires < il existe un réel ¢ et un réel t' tels que

AM = ti+t T

T — T a a T — T at+a t
O AM =ttt To | youys | =t| o |2t v || youa | =] besve
Z—2a c d Z—2a ct+ct
r=x4+at+adt
= y=ya+bt+0 1t
z=zpa+ct+dt
EXEMPLE :
r=—2+1t+ 3t
y= 4 , (t; ) € R? est une représentation paramétrique du plan P passant par
z=1-3t—2t

A (=2;4;1), de vecteurs directeurs @ (1;0; —3) et ¥ (3;0; —2).
Le point E (—3;4;4) appartient & P (prendre -1 pour valeur de t et 0 pour valeur de t').
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